
Zentralprojektion

Ein Bild einer Szene im dreidimensiona-
len Raum, das mit einem Standard-Ob-
jektiv aufgenommen wird, entsteht in 
Zentralprojektion, so dass die Proportio-
nen geometrischer Figuren perspekti-
visch verzerrt erscheinen. Abbildung 1 
zeigt ein Beispiel für diese Situation. Die 
Pflasterung verläuft in guter Näherung 
in einer Ebene. Die Kantenlänge der 
Steine ist in der Realität gewiss konstant, 
sie erscheint jedoch durch die perspekti-
vische Verzerrung mit zunehmender Ent-
fernung immer kleiner. Abbildung 2 ver-
deutlicht im oberen Teil den Zusammen-
hang im sog. Lochkameramodell der op-
tischen Abbildung, das auch für 
Standardobjektive mit fester Brennweite 

in guter Näherung gilt. Die Objekte in der 
realen Welt befinden sich rechts von der 
Linse. Der Detektorchip links von der 
Linse ist in der Bildebene der Kamera fi-
xiert. Zwei gleich große Objekte in ver-
schiedenen Abständen vom Objektiv füh-
ren wegen der Zentralprojektion zu un-
terschiedlich großen Bildern. Nur für ei-
nen einzigen Objektabstand entsteht ein 
optimales, scharfes Bild. In der Praxis 
kann man die Blendenzahl und die 
Brennweite jedoch oft so wählen, dass 
der Schärfentiefebereich hinreichend 
groß wird. Die quantitativen Zusammen-
hänge ergeben sich aus dem unteren Teil 
der Abbildung 2. Ein Punkt mit den Welt-
koordinaten XW und ZW im realen Raum, 
bezogen auf das Projektionszentrum, 

wird auf dem Kamerasensor auf einen 
Punkt mit der Sensorkoordinate xs im 
vertikalen Abstand b vom Projektions-
zentrum abgebildet. In Anlehnung an das 
Lochkameramodell wird b als Kamera-
konstante bezeichnet. Offenbar ist         
XW/ZW=xs/b. Dieser Zusammenhang gilt 
übrigens auch noch, wenn die Abbildung 
unscharf ist. Der Bildpunkt wird dann le-
diglich zu einem Scheibchen, seine Posi-
tion entspricht in guter Näherung der 
Lage bei einer scharfen Abbildung. Im 
allgemeinen Fall kann ein Punkt in der 
Szene außerhalb der in Abbildung 2 ge-
zeichneten Ebene liegen. Er hat dann zu-
sätzlich eine von Null verschiedene Welt-
koordinate YW senkrecht zur Zeichene-
bene, der zugehörige Bildpunkt hat eine 
von Null verschiedene Sensorkoordinate 
ys. Die Zentralprojektion eines Punktes 
mit den Weltkoordinaten XW,YW und ZW 
auf den Bildpunkt mit den Sensorkoordi-
naten xs und ys wird daher durch die fol-
genden beiden Gleichungen beschrieben:

xs = -b (Xw/Zw)
(1)

ys = -b (Yw/Zw)

Alle Größen in den beiden Gleichungen 
tragen Maßeinheiten, z.B. Millimeter, 
auch die Sensorkoordinaten. xs und ys 
haben zunächst noch nichts mit den Pi-
xelkoordinaten des Bildes in der Bild-
datei zu tun, sondern sind Koordinaten 
in der realen Welt, allerdings in der 
Bildebene der Kamera. Die dimensions-
losen Pixelkoordinaten der Bilddatei 
müssen über das bekannte Pixelraster 
des Sensors in die realen Koordinaten 
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Abb. 1: Perspektivische Verzerrung 
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die Orientierung und die Posi-
tion der Kamera (die sog. 
Pose) verändert werden. Zu-
sätzlich arbeitet man meist 

noch mit einem zweiten Ko-
ordinatensystem, das z. B. an 
einer Arbeitsebene orientiert 
sein kann. Wir bezeichnen es 

in der Sensorebene umge-
rechnet und dadurch an die 
realen Dimensionen ange-
bunden werden.

Externe und interne 
 Parameter

Geometrische Kameramo-
delle verwenden zwei ver-
schiedene Weltkoordinaten-
systeme. Eines der beiden Ko-

ordinatensysteme ist bereits 
in Abbildung 2 in Erschei-
nung getreten: das Weltkoor-
dinatensystem XW, YW, ZW der 
Kamera. Die ZW-Achse zeigt 
in Richtung der optischen 
Achse, und der Ursprungs-
punkt liegt im Projektionszen-
trum. Dieses Koordinatensys-
tem ist fest mit der Kamera 
verknüpft und dreht bzw. ver-
schiebt sich im Raum, wenn 
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hier mit X,Y,Z. Dieses Koordinatensystem 
kann durch zwei einfache Operationen in 
das Weltkoordinatensystem XW, YW, ZW 
der Kamera überführt werden. Die erste 
Operation ist eine Verschiebung des Ko-
ordinatenursprungs des Systems der Ar-
beitsebene in den Ursprung des Kamera-
Koordinatensystems. Der zugehörige Ver-
schiebungsvektor wird durch die drei 
Koordinaten des Translationsvektors ein-
deutig beschrieben. Die zweite Operation 
ist eine Drehung des Koordinatensys-
tems, so dass die Koordinatenachsen der 
beiden Systeme zusammenfallen. Zur Be-
schreibung dieser Drehung mit einer 
Drehmatrix sind drei weitere Parameter 
erforderlich. Diese sechs Größen werden 
als äußere Kameraparameter bezeich-
net. Das Kameramodell enthält nun als 
Parameter die sechs Freiheitsgrade der 
äußeren Kameraorientierung und als in-
ternen Parameter die Bildweite b.

Nun fehlt noch die Verknüpfung mit 
den dimensionslosen Pixelkoordinaten 
aus der Bilddatei. Traditionell liegt der 
Nullpunkt des Koordinatensystems im 
Bildfile in der linken oberen Ecke des Bil-
des, das man sieht, wenn man von der 
Kamera aus in den Objektraum schaut. 
Das Objektiv bildet diesen Punkt, nun 
vom Objektraum aus gesehen, auf die 
untere linke Ecke des Detektorchips ab. 
Abbildung 3 verdeutlicht die Zusammen-
hänge. Der gelb gezeichnete Objektpunkt 
hat die Weltkoordinaten (XW,YW, ZW) im 
blau gezeichneten Weltkoordinatensys-
tem der Kamera. Das Koordinatensystem 
der Arbeitsebene ist hier nicht einge-
zeichnet, damit die Darstellung über-
sichtlich bleibt. Der Objektpunkt wird auf 
einen Punkt in der Sensorebene abgebil-
det, der in der Bilddatei im Bereich der 
linken oberen Ecke erscheint. Zur Ver-
deutlichung ist im oberen Teil der Abbil-
dung der Blick auf den Bildschirm darge-
stellt, auf dem die Bilddatei angezeigt 
wird. Im unteren Teilbild ist das grüne 
Koordinatensystem aus der Bilddatei in 
die Sensorebene eingeblendet. Zusätzlich 
zum Bilddaten-Koordinatensystem (xD, 
yD) wird nun das rot gezeichnete Sensor-
Koordinatensystem (xs, ys) definiert. Der 
Ursprungspunkt dieses Systems liegt im 
Durchstoßpunkt der optischen Achse mit 
der Detektorebene, dem sog. Hauptpunkt. 
Die x- und y-Achse dieses Systems ver-
laufen parallel zur XW- und YW-Achse des 
Weltkoordinatensystems. Die Koordina-
ten xs und ys tragen Einheiten, z. B. Milli-
meter oder Mikrometer. Für die Umrech-
nung der Pixelkoordinaten aus der 
Bilddatei in die Sensorkoordinaten muss 
zunächst der Ursprung des Koordinaten-

systems der Bilddatei in den Hauptpunkt 
des Sensors gelegt werden. Anschließend 
werden die so zentrierten Pixelkoordina-
ten mit der Pixelkantenlänge Sx und Sy in 
x- und y-Richtung multipliziert. Auf diese 
Weise entstehen skalierte Sensorkoordi-
naten. Die Skalierungsfaktoren entnimmt 
man meist aus dem Datenblatt des Ka-
merasensors. Bei Kameras mit digitaler 
Schnittstelle werden die Daten geome-
trietreu aus dem Sensor ausgelesen und 
in die Bilddatei übertragen, bei Analog-
kameras muss ggf. das Verhältnis zwi-
schen der Pixeltaktfrequenz in der Ka-
mera und der Abtastfrequenz des Frame 
Grabbers berücksichtigt werden. Die Pi-
xelkoordinaten ergeben sich damit aus 
den Sensorkoordinaten über die folgende 
Beziehung:

xD = - xs/Sx + Hx

(2)
yD = - ys/Sy + Hy

Hx und Hy sind dabei die Pixelkoordina-
ten des Hauptpunktes. In guter Nähe-
rung ist dies bei Kameras mit hinrei-
chend gut justiertem Sensor einfach der 
Mittelpunkt des Detektorchips, so dass 
lediglich die Pixelzahl in x- und y-Rich-
tung bekannt sein muss. Man kann die 
beiden Werte jedoch auch als freie Para-
meter im Modell weiter mitführen.

Verzeichnungskorrektur

Im praktischen Einsatz ist häufig eine 
weitere Modifikation der Sensorkoordi-
naten erforderlich, die Verzeichnungs-
korrektur. Die in der industriellen Bild-
verarbeitung üblichen einfachen Objek-
tive weisen oft deutlich erkennbare Ver-
zeichnungen auf. Ein Beispiel zeigt der 
obere linke Teil der Abbildung 3. Der 
Hauptanteil der Verzeichnung ist rotati-
onssymmetrisch und hängt nur vom Ab-
stand von der optischen Achse ab. Er 
kann mit einem einzigen Parameter be-
schrieben werden, z.B. in der Form:

xDU* =  xDV*/(1+K rV²) 
(3)

yDU* =  yDV*/(1+K rV²)

mit rV² = xDV*²+ yDV*². Der Parameter K 
beschreibt die Umrechnung von den ver-
zerrten in die unverzerrten Pixelkoordi-
naten in der Bilddatei, jedoch unter Be-
achtung der Zentrierung der Koordinaten 
auf den Hauptpunkt, hier gekennzeich-
net durch den Stern. Rechts oben in Ab-
bildung 3 ist das Ergebnis der Entzer-
rung dargestellt. Die rot gezeichneten 

Autor 2
Prof. Dr. Christoph Heckenkamp
Hochschule darmstadt
Studiengang Optotechnik und  
Bildverarbeitung
heckenkamp@h-da.de
www.fbmn.h-da.de

Sensorkoordinaten in Abbildung 3 sind 
somit die idealen, unverzerrten Sensor-
koordinaten, die bei einer Abbildung mit 
einer verzeichnungsfreien Linse in der 
Sensorebene entstehen würden. Das Ka-
meramodell enthält nun fünf weitere in-
terne Parameter.   

Schlussbemerkungen

Das hier vorgestellte Kameramodell mit 
insgesamt 12 Parametern geht auf die 
Arbeiten von Lenz [1] und Tsai [2] zu-
rück, die bereits 1987 publiziert wurden. 
Die Bestimmung der Kenngrößen des 
Modells im Rahmen der Kamerakalibrie-
rung aus Bildern von Vorlagen mit Refe-
renzpunkten an genau bekannten Welt-
koordinaten ist im Einzelnen mathema-
tisch komplex. Der Zugang zu diesen Ver-
fahren wird erleichtert, wenn die 
Abbildung mit den Methoden der linea-
ren Algebra als Matrixoperation formu-
liert wird. Die entsprechende Vorgehens-
weise ist in der Literatur [3, 4] mittler-
weile gut aufbereitet und beschrieben.
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